Sur une intégrale considérée en calcul 
des probabilités. 


1. Objet de la présente note. Nous nous proposons 
de calculer d’une manière approximative les rapports 
[A + Q) : E], [(A — P) : EJ, [(B + P) : E}, [(B — Q) : E] 
considérés autrefois par Poisson (*), A, B, P, Q, E, ayant 
les valeurs suivantes : 


P 1 
A = /3"(1—:)"dz, B = fz"(1 — z)"dz, 


p 
pH 


P = fey — 2)"dz, Q = fz" (1 — z)" dz, 


p-lt 


1 
E = "(1 — 2)"dz. 
0 


On suppose m et n entiers; m + n = 4; m = up, 
n = pq; l est tout au plus égal à la moitié de la plus 


(*) Poisson, Probabilité des jugements, § 88, pp. 224-998; traduc- 
tion allemande de Schnuse, pp. 189-198. 
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petite des fractions p, q. Pour fixer les idées, nous 
supposerons p égal ou supérieur à q, ou m égal ou 
supérieur à n. D’après les hypothèses, p + q =1. 

2. Valeurs approximatives préliminaires. Nous avons 


démontré (*) que 


27 
Pal tr 
2pq 
Mais pour a < 1, 
47 Lo > VAE TT DA e. 
Donc 
+ 
ra ATEN € > EL: 
0 


ou encore 


2 4 -£r. 
ee > A1 — vent > er? 
£ Ys J ? 2 


Pour abréger les écritures, nous poserons, dans la 


T T 
2 z 1 

J = — fa ou fe dt= -Vaz 
Vr 0 ` 2 


suite, 


(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1888, t. XII, 
dre partie, pp. 63-65. Pour la facilité du lecteur, nous reproduisons 


la partie essentielle de la démonstration au n° 40. 
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3. Limites de E. On à, comme l’on sait, 


D’après la formule de Stirling, 
$ 
V 2am me" < m! < Vrm me” "Emms 
s e EPN 
Arn n"e <n! < Vrn n'e "m, 
1 
Vrp pret < u! < V Iru ute TR 
On tire aisément de là 


Vrmn Eh 


ee Res 
Vale +1) 6) \e 


ins A Al a) E 


ou encore, en introduisant up, uq au lieu de m, n 


1 
V 2rupq p#? q”! ns GE 
(u + 1) ePF 


E < V 2zupq p” q#1 


(u+ i)e = Bus 
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Or, on a d’abord 
4 1 
(u+ 1)e# Lu+ 92, ou RL 
e “+1 
En effet, 
I (: 1 1 1 1 1 (i =) 
Te IC E EN k 


et, évidemment, 


ou 
6(2u—1)> p +i, 


c'est-à-dire 11 u > 7. — Ensuite 


(e + De TAR > p (4 -z 
12ppq 
Donc enfin 


1 
u + 2 


1 
V 2rupq pq” <E < —— V 2rppg pa". 
“ — 12pq 


4. Limites de A et B. 4° A > 4E, B < 4E. En effet, 
on a d’abord A + B =E, ensuite, comme nous allons le 
prouver, AT B. 
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(97) 
On trouve, en faisant 


Z=p—x, 1—3—=q9+x, 


A = fe" (1—3) dr S fa (sd f (p—a)" (ga) de. 


Erg 
De même, en faisant 


Z=p+x 1—z=q— x, 
B = fer (1 — 2)" dz — fo + x)" (q — x)" dx. 
p 
Or, on a 
p—x)"(g + x) S (p + x)" (q — x)"; 


car cela revient à 


ou à 


ou, en dérivant, à 


+——)5 » | ! re . | 


n q— z p+r p—x 


c’est-à-dire, successivement, 


o PPAP h PS g. 
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De proche en proche, de la dernière relation, on 
remonte à À > B, sauf dans le cas où p =q, m =n; 
alors évidemment, A = B = ; E. 

2 Limite inférieure de B. On peut écrire 


B = p"q” (1 + = ( —° dx > p"q"B,, 
p q 


si l’on pose 


ou 


u = m lo +-] +nlo —-}): 
s p 8 q 


On aura 


x x° zx x? | 


un pee ce fn CU EE 
e| p pp+a) q q(g—x) 


[ 4: l ua ppi 
= — — — ur | —— — — — . 
pq g(g —x) p(p+x) pq qa 
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Donc 


et, a fortiori, 


q x % 
TEAT u 2e 
B, > fe m dx — — f' e` m gde. 
əqa 
0 0 


Posons, dans la première intégrale du second membre 
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donne ensuite 


> pe 9 2,2 S 9 2,2 2p?q? 
f P dx = PL fesd — = r(2)= EE 
e p u 


On a donc 
wam T4 
2 > 9 2 
B, > VE fera Pc à 
K Sau 
0 


Comme on dispose de «, on peut choisir, dans chaque 
cas, cette fraction de manière que la limite inférieure de 
B, soit la plus grande possible. Pour simplifier, nous 
ferons 


3 


2 
5a ==2p"q ou œ— pq 


Dans cette hypothèse, on aura 
ads Tı 

2 4 

B, > VE eut 

uw y K 


2 
malin) VE 
On aura donc enfin 


T 


apg f 1 
B>p"q" f VE e“dt — P ! 
0 
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Towarzystwa Naukowego Warszawskiego 


(101) 


et, en observant, d’après le n° 2, que 
Ti 


fra ` a FR e1), 


sore Egi 


u 
D 


3° Limite supérieure de B, limites de A. On a, comme 
on l’a vu, 


B< 4E 7 4- (limitė supérieure de E), 
A > 4 E> 4. (limite inférieure de E), 
A = E — B < lim. sup. de E — lim. inf. de B. 


5. Limites de (B : E), (A : E). On a d’abord, sauf si 
pg; 
B:E <4; A:E> t 
Ensuite 
B _ limite inférieure de B 


limite supérieure de E 


c’est-à-dire 


V aeng 4 Ee 4 
ea Pr Ja 
E? 1 
qu pq" EGATI 
“— 12pq 


4 4 
afya ) ETS. fc 
124pq V2rupq 
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On déduit de là sans peine 


TES à 1 1 
Éd ner LE De per EE, 
E 2 2 dip Varan 

Enfin 

EL EP DA ! 1 

ou NTI 


+ — + . 
24upq V2rupq 


6. Limites de Q et (Q : E). 1° Limites de Q. Posons 
dans Q, comme dans B, 


z= p+, 1 —z=q — T, 


de manière que æ varie seulement de O à l, l étant au 
et 
plus égal à ; q. 
On aura 


Q f\ SIC z'a T d 
= p™q” ppi Ui D x = p" n “dx. 
p r À 3 r 


La quantité 


, px | 1 l | 
u = —— — yr |: — ; 
pq q(qg—x  p(p+x) 


q— 15i 


où 


est évidemment telle que 
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Par suite, : 
2 2 9 
— ee > u =] Es di as 
2pq 2pq  3q 
ET PRT ERS pe S 
e m >te me aea a 
q 


Il en résulte d’abord l'inégalité 


Q=p f: “du < R eT iT P 


= p"q" VETL mt A 


ou 


Q < UT V'2rupq J 


On a ensuite 


i l i 
pol fc 
[eau > ji e w dr— fe m aa x*dæ 
z q 
pE 
fe Ea ufr #1 gdr, 
0 


ou encore, 
4 aaka 
2pq sp w pe 
“ EA "dt = 
f du > V i yi PNE 
0 
1 
=: —V drup J— P 
2y 
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Donc entin 
1 4p? 
Q > p"q" [zv 27ppq J À 
2u u 
2% Limite supérieure de (Q : E). On a 


Q limite supérieure de Q 


E limite inférieure de E 


ou 
1 mis fe 
— nn 9 À | 
de r 1 Warppg ne, 1+°) 
E Ai oe ETN u 
— p" Vde 5 


u + 2 


: : 1 1 À 
Mais on sait que z) < 3 Par suite, 


5° Limite inférieure de (Q : E). On a 


i —— 4p? 
rq" | — V 2rupq I) — z] 
Q _ limite inférieure de Q S dé È FHpq 34 


E limite supérieure de E 3 A mes 
ee ae ad A f a i 


Eni w 4 r ( de 
2 124pql  5V/9rupq 124pq 
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7. Limites de P et de (P : E). On prouve d’abord que 
P surpasse Q comme on a prouvé que A surpasse B, sauf, 
bien entendu, si m = n, p = q, ce qui entraine P = Q. 
On a donc 
ONE 1 4 p 


=> <> 
ET E 2 pq 3V arum 


Ensuite, évidemment, P + Q < E, et, par suite, 


A <A ES < 1 — limite inférieure de Q, 
E E E 
Donc 
Ete HER he 
E 2 2kupq 5V 2rupq 


Mais, d’après une inégalité du n° 2, on a 
TEE e e e 


Par conséquent, 


2 


LR | x 1 4% p 
— L-I+ e + —— +- . 
E 2 24ppq 5 V’2rupq 


8. Limites de [(P + Q) : E]. En rapprochant les résul- 
tats obtenus dans les deux derniers numéros, on trouve 


1 4 id 
P O TR rss Ft 
E k 24upq 5 V’Orupq 
P+Q 1 ss 7 


a J ——— 
E 124pq  5V/2rupq 
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Nous avons trouvé antérieurement, par une autre 
méthode (*), 


P 
0 pure. 
E “pq 


9. Limites de l'intégrale de Poisson. Posons, pour sim- 
plifier les écritures, 


1 1 1 k P 
1 En He M NS + 
2 246pq  VOxupg PPI 5 V/2rupq 


On aura 
1 A 1 B 1 
RS dr RS dé i 
Pot 1 de: AA 
On déduit de là 
1 A 1 1 
ss np e; + = À Mer (1) 
1 A—P 14 1 
DRE ER SD 7 NT T 
a aa er ir ete El 
B P 1 
St gime << graine (5) 
1 EER. 
i a S a A (4) 


(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1902, t. XXVI, 
2e partie, pp. 211-214. 
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Observons que 


p+l 


A+Q =f z"(1 — z)"dz, 
0 


p-i 


A—P =f zr — z)"dz, 
0 


1 
B + P= /f2"(1 — z)” dz, 


p- 


1 
B—Q = f 2" (1 — 2)"dz. 


p+l 


Les relations (1), (2), (5), (4) donnent sous une forme 
précise, dans tous les cas, la limite supérieure et la 
limite inférieure du rapport d’une intégrale eulérienne 
de première espèce incomplète à l'intégrale complète 
correspondante. Poisson, à l'endroit cité, donne simple- 
ment la formule approximative, sans aucune indication 
de limites, 


ÿ 
fat — z)"dz = (4 = = $ J)E, 
0 


le signe + correspondant au cas où O(m + n) surpasse 
m, le signe — à celui où (m + n) est inférieur à m. 


10. Démonstration des inégalités du n° 2. Consi- 
dérons les volumes V4, Va, Vz, situés entre trois plans 
rectangulaires OXY, OYZ, OZX, sous la surface ayant 
pour équation nz = 4e*"", et projetés, V, suivant le 
carré OXPY de côté OX — OY = T, V, suivant 
le quart de cercle OXY de centre O et de rayon 
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OX = OY = T, V; suivant le quart de cercle Oxy de 
rayon Ox = Oy = (2T : 7), et équivalent au carré 
OXPY. 

Le volume V, est évidemment supérieur à Vo qui en 
est une partie. Les volumes V; et Vz ont une partie 
commune; les parties non communes ont des bases équi- 
valentes, mais dans ces parties non communes, les z de V; 
sont plus grands que ceux de V4, parce que z est d'autant 
plus grand que x? + y? est plus petit. On a done V; < Vz. 

On trouve aisément, d’après les formules générales de 


cubature, 
-T Eu ty 
Visp, Name y Vin el 0e 
et, par suite, 
tre 


-T2 - 
A1—e LA —e 5 


comme nous l’avons dit au n° 2 (*). 


(*) Extrait des Bull. de l’ Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences), 
n° 3, pp. 239-254, 1904. 
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